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1. Bestam en ekvation for tangentplanet till ytan y e siny — - = 0
i punkten (0,1, %). (2p)
Svar:
Bestammer forst gradienten i den givna punkten:
V(y e sinz — ‘/7?:)( : = (—2z ye‘x2 sin 2, e~ sin z, ye‘IQ coS z)(m%) = (0, ‘/75, %)
01,7
En ekvation for tangentplanet ar da:
0-(z—D+L (y-D+1-(z-0)=0s VBy+z=v3+1.
2. Vi har givet funktionen f(x,vy,2) = 22y + > — 2%
[ vilken riktning avtar funktionen snabbast i punkten (1, —2,—1) ? (2p)
Svar:
Funktionen avtar snabbast i en riktning langs (parallelt med) vektorn —V f. I den givna
punkten:

—Vf(1,-2,-1) = —(4y,22° + 2y, —42°)1,0-1) = (8,2,—4) =2(4,1,-2).
Funtionen avtar alltsa snabbast i riktningen (4,1, —2).
3. Bestam foljande gransvarde eller visa att det inte existerar

. In(1+ 2% + y* — z%y)
lim .
(2,)—(0,0) 222 + 212

(2p)

Svar:
Anvander planpolara koordinater:

In(1+ 22 + y? — 2%y)

) _ In(1+ 2%+ y* —2%) 22 +y* — 2%y
lim = lim =

(2,5)—(0,0) 222 + 2y? (,y)—(0,0) 224y — a2y 242 4 22
In(1 23 20 sinf 1 1

lim n(l +u) -lim ! roeosvsmy 2. lim (1 — 7 cos? 6 sin 6’) = —.

u—0 U r—0 2 7"2 2 r—0 2



4. Bestam alla lokala extremvarden for funktionen f(z,y) = 2* +3® — 3ay. (3p)

Svar:

Soker stationara punkter:

f: = 0 322 =3y = 0 y = a?
f, =0 T 32-3zc =0 T -z = 0%

y =12 A (:L‘:O v x:1> o (2,9) = (0,0) V (z,y) = (1,1).

(0,0) &r uppenbart en sadelpunkt (och ger alltsa inte ett extremvérde). Vi tittar dérfor pa
punkten (1,1) i vilken de partiella 2.derivatorna har varden:

Foo(1,1) =6, f,,(1,1) =6, fu,(1,1) = —3. Det ger:
1
FO+h1+k) =~ f(1,1) + 5(6h2+2-(—3)hk+6k2> - —1+3<h2—hk+k2> —

—1+3(h— g)Q + sz > —1 om (h,k)# (0,0).

Uttrycket ovan demonstrerar att vi har ett lokalt minimum for (z,y) = (1,1).

. Bestdm arean av den del av ytan z =1 — 2% —y? for vilken z > 0. (3p)

Svar:

Notera att den aktuella ytans projektion i xy - planet ar given av

z=1—2>—9y*>0 = 22 +9* < 1, vilket motiverar 6vergang till planpolira koordinater.
Arean bestams darmed som:

02\2 8z
= — — 2 —_—
//dS // \/1+<8:17> + 8y dxdy / V1+de2 +4y? dedy =
s Sy

//\/mrdrde g/s ur du = %[uﬁ = %(5%—1).
1

. Berédkna // dxdy, dir D = {(z,y) € R*|0<y<ax, z>1} (5p)
Svar: . . .
// de dy = / ! (/ e v d ) dr = / ! [(—x)e’gr dx =
x3+x Y7 ) B Y ) 34z o
1 0 1

e—l/ 1 e—1 <  qmle—1)
der = [arctanx} = —
e 2+ 1 e

1



7. (a) Bestdm den allmanna losningen f(x,y) till differentialekvationen

of  of
09 9 _ g

ox dy .
Ledning: Anvénd variabelbytet v = x+ 2y, v = = — 2y. (5p)
Svar:

Det foreslagna variabelbytet ger:

of _0fou _of o o 0f
dr  Oudxr Ovdr Ou  Ov
af _0f ou af dv of of

= = — =2—= - 2=
dy  Ou Jy ov Jy ou ov
Insatt i den ursprungliga ekvationen:
1
2§—£ - Z—ch = 8 & 4% =dut+dv & f = uv+§712 + g(u),

dir ¢ dr en godtycklig deriverbar funktion av en variabel. Atersubstitution av de ur-
sprungliga variablerna ger den allmanna losningen

1 3
fl@,y) = (z+2y)(z —2y) + §(~”v—2y)2 + g(z+2y) = §I2—2y2—2xy+g(x+2y)-

(b) Bestam den speciella 16sning, for vilken f(0,y) = 2y (2p)

Svar:
Insatt i den allmanna l6sningen:

F0,y) = =207+ 9(2y) = 2y° = 9(2y) = (29)> = g(t) = 1>
Aterinsatt ger det den speciella lésningen:

flo,y) = 22?2 — 2% — 22y + (v + 2y)? = 322 + 2y° + 2zy.

8. Bestdm det storsta och minsta virdet for g(z,y) = xy — 23y?

iomradet A = {(z,y) € RQ\OS:BSL 0<y<I1}. (5p)

Svar:
Bestam forst alla inre stationara punkter:

g = 0 o y(1—32z%y) = 0

g = 0 z(1—22%) = 0 <

(yzO \Y% 3x2y21> A (x:O Y 2x2y:1> = (z,y) = (0,0).

Detta ar en randpunkt - alltsa har vi inga inre stationara punkter. Sedan betraktar vi varden
for g pa randen av A.



1. (z,y) = (2,0), 0<x<1: g(x,0)=0.

2.(z,y) = (Ly), 0<y<1: g(liy) =y—y*=h(y).

Det ger: hj(y)=1-2y=0 = y=1.

Alltsa har vi de interessanta punkterna (1,3), (1,1).

3.(xyy) = (x,1),0< 2z <1: g(z,1) =z — 2% = hy(x).

Det ger: hhy(z) =1-322=0 = v = 1.

B

Ytterligare interessanta punkter: (0, 1), (\/ig, 1).

4. (z,y) = (0,y), 0<y <1: g(0,y)=0.

Slutligen jamfors funktionsvérden i de interessanta punkterna/randomradena:
9(2,0) = 9(0,y) =0, g(1,5) =3, 9(1.1) =0, g(F.1) = 37

Slutsats: Gmin = 0, Gmax = %g

. Berdkna ///(x2+y2)dxdydz, dir K = {(z,y,2) € R¥|2?+y? < 1,22 +y*+22 < 2}. (5p)
K

Svar:

Viser forst att 22 + 92+ 22 <2 & —\/2— 22 — 92 < 2 < /2 — 22 — 42

Notera dven att 2 — 22 —y? > 0 eftersom 22+ y? < 1.

Integralen blir da:

2—22—y?
///(x2+y2)da:dydz://(x2+y2)< / dz)dxdy:
K Koy _\/m
o 1
2//(x2+y2) 2—12—y2dedy = 2//r2\/mrdrd9 =
Kay 0 0
(variabelbyte u=2—1% = rdr = —1 du),



