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Kapitel 1

Logik och mangdlara

Logiken som vetenskap tog sin borjan i antiken dér bl. a. stoikerna,
c:a 300 f Kr, formulerade regler for korrekt tdnkande som star sig vil
an i dag. Méngdlaran introducerades av G. Cantor i slutet av 1800-
talet. Logiken och méngdlidran i sin moderna form har grundliggande
betydelse for datavetenskapen. Man kan siga att méngdlaran handlar
om dataméngdernas och logiken om dataprogrammens strukturer.

1.1 Satslogik

1.1.1 Utsagor

Utsagor ar sprakliga uttryck som har mening eller sanningsvirde, dvs
antingen dr sanna (S) eller falska (F). En utsaga gdller om den &r sann.
Foljande ar inte utsagor:

Aj!
Vad ar klockan?
Hall tyst!
89 + 116z — sinx
Exempel pa utsagor:
5+ 9 =11 (falsk)
Kon ir i bastun
/23 &r inte ett rationellt tal
Toronto ar inte huvudstad i Canada.

Toronto ar huvudstad i Canada.
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1.1.2 Konnektiv

Utsagor kan sammanséttas eller negeras av konnektiven “icke”, “och”,

YO RINA4

“eller”, “om ...sa” med flera.

“Icke”, -, NOT

—p ar negationen eller motsatsen till p.
p: Det ar fullsatt.
—p: Det finns platser kvar.
“=(xz > 5)” dr detsamma som “z < 5”7 (z reellt tal).

Sanningsvdrdetabellen for — ar enkel:

b |™p
S| F
F| S

"och”, A, AND, &&

pAq kallas konjunktionen av p och ¢ och dr sann da och endast da bade
p och ¢ giller. Exempel pa sammanséittning med A:

“Det blaser och regnar” dvs (det blaser)A(det regnar)
“(t>T7)AN(x <9)”, detsamma som “7 < x < 9”

p A q dr sann bara da bade p och ¢ giller. Sanningstabell for A:

P|lq|PNg
S|S S
S|F| F
F|S F
F|F| F

“eller”, v, OR ...

pV q ar disjunktionen av p och ¢. Den dr sann da och endast da nagon
av p och ¢ (eller bada) géller.

“Det &r kappsegling eller (det dr)lordag.” (Eventuellt giller bada.)
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P|q|pVyg
SIS S
S|F| S
F|S S
F|F| F

Negation av konjunktioner och disjunktioner:

—(p A q) ar detsamma som (—p) V (—q)

=(pV q) ar detsamma som (—p) A (—q)

Implikation, =, “medf6r”, “om --- s&”

Implikationen p = q ar en utsaga som &r falsk, da p ar sann men ¢ &r
falsk, och sann annars.

p kallas forutsdtining (eller premiss eller hypotes) och ¢ kallas slutsats
(eller konsekvens).

“Om det regnar sa tar jag bussen.”
(z>1)= (2 > 1) (S)

(2> 1) = (z > 1) (F)

Sanningstabellen ser ut sa hér

P9 |P=4q
S|S S
S|F F
F|S S
F|F S

Observera att ur en falsk utsaga kan vad som helst folja!

Anm. Implikation &r inte oberoende av de andra konnektiven. Uttryck-
et =p V ¢ har precis samma sanningstabell som p = ¢, dvs

p = q ar detsamma som —p V ¢

Visa detta som 6vning.

Med “p <= ¢” menas forstas “q = p”.
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Att p = ¢ formuleras ibland sa att

p ar ett tillrickligt villkor for ¢
(Att det regnar ar tillrickligt for att jag ska ta bussen)

q ar ett nodvdndigt villkor for p
(Det dr nodvéindigt att jag tar bussen da det regnar)

p giller endast da q géller.
(Det regnar endast da jag tar bussen)

De flesta av matematikens satser kan skrivas som implikationer.

Utgaende fran implikationen p = ¢ kan man bilda

Den kontrapositiva formen —q = —p (som logiskt sett &r detsam-
ma som p = q).

Omuindningen g = p (som inte behover gélla dven om p = ¢ &r
sann).

Exempel 1.1.1 Formulera den kontrapositiva formen och omvindnin-
gen till utsagan "Om det ar torsdag sa har jag en tenta idag.”

Lésning: Den kontrapositiva utsagan dr "Om jag inte har tenta idag ar
det inte torsdag.”
Omvéndningen dr "Om jag tentar idag ar det torsdag.”

Att en implikation dr sann behover inte innebidra att omvindningen
giller! Exempelvis giller x > y = 22 > y? for alla reella tal z och y
men inte omviindningen, eftersom (—3)? > (—2)? men —3 % —2.

En 6vning

1. Vilken &r den kontrapositiva formen till utsagan "Om det regnar
tar jag bussen”?
Ekvivalens, <, om och endast om ..

p < q betyder att p och ¢ antingen bada &ar sanna eller bada falska.
Exempel:

P —-5r+6=0& (r=2)V(z=3)

Tabellen for <
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P4 |P<=(q
S|S S
S|F F
F|S F
F|F S

1.1.3 Tautolgi och motsagelse

En (sammansatt) utsaga ir en tautologi, om den alltid &r sann oberoende
av de ingdende utsagornas sanningsvarde, dvs dr sanna i varje tolkning
av de ingaende delutsagorna.

Exempel 1.1.2 Vi visar med en sanningsvirdestabell att

[pA(p=q)]=q

ar en tautologi

plaglpr=q|pAp=q | PAP=q]=1¢
STS| s S S
S|F| F F S
FI|S S F S
F|F| S F S

Exempel 1.1.3 Visa att varje implikation dr ekvivalent med sin kon-
trapositiva utsaga.
Lisning: Vi gor en (annorlunda) sanningstabell fér utsagan

(p = 9q¢ ) (- q¢g= -p)
S S S
F S F
S S S
S S S

Alla giltiga harledningsregler ar tautologier. Exempelvis metoden “up-
pdelning i fall”.

Exempel 1.1.4 Visa att 22 > 0 .
Losning

Fall 1: = > 0. Det ar da tillatet att multiplicera olikheten x > 0 med =,
som ju ar > 0 vilket ger z - x > 0 -z, dvs 22 > 0.
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Fall 2: z < 0. Da & —z > 0 och alltsa (—z)(—z) > 0- (—z) = 0 varav
foljer 22 > 0 och dirmed z? > 0 dven i detta fall.

Monstret formaliseras sa héar:
(=) A ((=p) = q)]=¢q
som latt kan konstateras vara en tautologi.

En utsaga som alltid ar falsk, oberoende av de ingaende enkla utsagor-
nas sanningsvirden, kallas en motsdgelse. Typfall w A (—w)

Tekniken med motsigelsebevis

Om man vill bevisa ett pastdende kan man gora sa att man visar att
om pastaendet inte vore sant skulle det leda till orimligheter. Vi agerar
da enligt féljande monster:

Vi vill visa att utsagan p ar sann.

Antag —p

Da foljer en motséigelse

Alltsa géller p
Med logiska konnektiv kan hirledningsmonstret skrivas

[(=p) = (wA (-w))] = p

som lédtt kan verifieras med en sanningstabell. (Gor det som &vning.)

Exempel 1.1.5 Visa att ekvationen 2x+1 = 2(x+1) saknar l6sning.
Antag att 2z + 1 = 2(x + 1) for nagot x.
Diar2z+1=2r+2
Minska med 2x i bada leden sa foljer 1 = 2 som motsiger 1 # 2

Alltsa finns ingen 16sning.
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Motexempelmetoden

Metoden med sanningstabell fér att verifiera en tautologi har sina be-
gransningar. Antalet rader i tabellen blir 2 upphdjt till antalet delut-
sagor, sa 10 olika enkla usagor skulle ger 1024 rader i sanningstabellen!
I stallet kan man pa ett systematiskt sétt undersoka vad existensen av
ett motexempel skulle innebéira:

Exempel 1.1.6 Ar
[(p=a)A(mqVvr)]=(p=r)

sann i alla tolkningar av utsagorna p, q,r?

Om denna implikation &r falsk ar [(p = ¢) A (—g V )] sann och
p = r falsk.

Da ar p = ¢ sann, —q V r sann, p sann, r falsk.

Da ar g sann, eftersom p = ¢. Men om —¢ V r sann och r falsk sa
maste —¢ ocksa vara sann!

Vi har ddrmed en motségelse (pa meta-nivan). Alltsa kan det inte
finnas nagot motexempel.

Alltsa ar [(p = q) A(—qgV 1)] = (p=r) en tautologi!

Ett schema for detta resonemang kan goras som féljer, dar varje ny
slutsats gors pa en ny rad:

(p=A(~qVr)=(=r)
F
S F
S S S F
S S

F motsdgelse!

En utveckling av denna metod (G Stahlmark, ca 1990) &r ett mycket
framgangsrikt verktyg vid kontroll av datorprogram och reglersystem.
Formler med 10° “atomer” kan hanteras!
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Ovningar pa satslogik
2. Formalisera foljande utsagor
a. Han ar inte nykter.
b. Hon ar bade lard och vacker.
c. Har man sagt A far man siga B.

d. En svala gor ingen sommar.

3. Vilken ar den kontrapositiva formen till utsagan "Den som sover
syndar icke”? Vilken dr omviandningen?

4. Avgor om foljande pastaenden ar sanna eller falska:
a. Om1+1=3s3dr24+2=5
b.Om1+1=3s3dr2+2=4
c. Om1+4+1=2saédr2+2=5
d. Om kor kan flyga sa ar jag skapt som en nors.
e. Om 2+ 2 =5 existerar ett hogre visen.

f. Om2+2=4sdarl1+2=3

5. GOr en sanningstabell for den sammansatta utsagan
a. (pV—q) =gq

b. (p=4q)V(g=p)

6. Visa att
(p=gAN(@=7)] = p=7)

ar en tautologi.

7. Visa att en implikation alltid &r ekvivalent med sin kontrapositiva
form, dvs att

(g = —p) & (p=q)

ar sann for alla tolkningar av p och gq.
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8. Avgor om hirledningsmonstret

P=4q
=4
) q

ar en giltig hdrledningsregel.
(Ledning: Formalisera monstret till en sammansatt utsaga och visa
att den &r tautologisk.)

9. Formalisera

a. Om alla gor sitt basta och vi samarbetar sa kan vi inte miss-
lyckas.

b. Om det finns en bra film eller ett naturprogram sa tittar vi pa
TV, annars far det vara.

c. Han ar varken lat eller dum

d. Ekvationen z? + z = 6 har lsningarna z = 2, x = —3.

10. Anvind "motexempelmetoden” for att avgéra om foljande forma-
liserade utsagor ar tautologiskt sanna eller inte:

a. [p=)N(g=1)A({r=9] = (p=s)

b. p=qVIr=—-¢gA(r=3s)] = (p=s)

1.2 Mangdlara

En mdngd ar en samling av vissa objekt, element.
En méngd kan anges genom upprikning av dess element inom {}, exem-
pelvis A = {1,2, 3,4}, eller genom en definierande utsaga, till exempel

B = {x;x &r ett reellt tal och 1 < z < 2}

Att x ar ett element i mangden M skrivs x € M, “z tillhor M”.
Sa galler till exempel 1 € A, 3€ A men 5 ¢ B.

1.2.1 Nagra talmangder
De naturliga talen N = {0,1,2,3,...}
De hela talen Z ={...,-3,-2,-1,0,1,2,3,...}
De rationella talen Q = {p/q;p € Z, q € Z, q # 0}
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1.2.2 Likhet, =

Tva méangder ar lika om de innehaller samma element, som till exempel
{1,3,7} ={7,3,1} = {3,1,7,7,1}.

1.2.3 Grundmangd

Det finns alltid en grundmdngd eller univers U. Den kan vara alla reella
tal, alla manniskor i Goteborg eller dylikt. Ingen mangd kan innehalla allting,
det skulle leda till motségelser.

1.2.4 Den tomma méingden, ()

Den tomma méngden, () innehéller inga element, () = {} = {z;z # z}.

1.2.5 Komplementmingd, A’

Komplementet till A ; A" bestar av alla element som inte ligger i A,

@ " A'={z;z ¢ A}

Exempel: ' = U (den aktuella grundméngden) , U' = 0 , {xz;|z| <
7} =A{a; |z 2 7}

1.2.6 Snitt, N

Snittet eller skdrningsmdangden ANB av tva mangder A och B definieras
genom

Q" ANB={z;x € ANz € B}

Exempel: {z;1 <z <3} N{z;2<2z <5} ={zr;2 <z <3}
Exempel: {1,2} N {3,4} =0
Om AN B =0 ar A och B disjunkta.

1.2.7 Union, U

Unionen eller foreningsmdngden AU B av tva méngder A och B defi-

nieras genom
AUB = {z;x € AVz € B}

Exempel: {z;1 <z <3}U{z;2 <z <5} ={z;1 <z <5}
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1.2.8 Delmangd,C

Miangden A &r en delmdngd av mangden B om och endast om varje

element i A ar ett element i B, dvs

<

AC Bomochendastomz € A= 2 € B

Exempel: {3,4,5} C {1,2,3,4,5}

Exempel: ) C M C U for alla méngder M.
A = B ér ekvivalent med AC BABCA

1.2.9 Sammanfattning

rze A ar detsamma som —(xz € A)
x € ANB &r detsammasom (x € A) A (z € B)
x € AUB &r detsammasom (z € A)V (z € B)
ACB  idrdetsammasom (z€ A)= (z € B)
A=B  érdetsammasom (z€ A)< (z€ B)

1.2.10 Produktméangd, A x B

Lat a och b vara tva objekt. Av dem kan man bilda det ordnade paret
a,b. Om a # b ar (a,b) # (b, a). Tva ordnade par (a, b) och (z,y) &r lika
om och endast om a = x och b =1y.

Lat A och B vara tva mangder. Produktmdngden eller den Cartesiska
produkten av A och B, A x B ar méngden av ordnade par (a,b), dar
a € Aoch b e B.

Exempel 1.2.1 {1,2,3}x{a,b} = {(1,0a), (1,0),(2,a),(2,b),(3,a), (3,0)}.

Exempel 1.2.2 Lat R vara de reella talen. R x R kan enkelt askadlig-
goras i ett (tvadimensionellt) koordinatsystem, dér varje talpar motsvars
av en punkt i planet.

Exempel 1.2.3 En torus kan uppfattas som produkten C' x C dar C'
ar punkterna pa en cirkel.
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Ovningsuppgifter pa4 mingder:

11.

12.

13.

14.

15.

Skriv {a,4,a,b,3,a,b,¢,2,a,b,c,d, 1} pa ett enklare sétt

Lat A={x;2 =4k + 1 och k € N}
och B={z;z =3k+ 5 och k € N}

a. Skriv de 10 forsta elementen i AU B

b. Skriv upp de 4 forsta elementen i AN B

Visa de Morgans lagar : (AU B)' =A'NB’ och (AN B)' =A'UB'".
Visa distributiva lagarna fér N och U:

AN(BUC)=(ANnB)U(ANC)
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)

Tre mangder, A, B och C skiir varann som i figurerna. Beskriv
med méangdoperationer de markerade delméngderna av AU BUC

1.3 Predikatlogik

1.3.1 Oppna utsagor

Utsagor i matematisk text och datorprogram innehaller ofta varibler till
exempel

>3
r=y+3
a®+ b =¢?

ifz>0thenz:=2-+1

Sadana utsagor kallas dppna. Deras sanningsvirde beror pa vad man
ersitter variablerna med. Fler exempel:
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x4+ 2> 3 (sann, da xz > 1, falsk, da = < 1)
n ar ett udda heltal (sann, dd n = +1,+3,£5,...)

Om P(z) ar forkortning for “z &r storre dn 3” sa ar till exempel P(4)
sann men P(8/3) falsk. Om Q(z, y, 2) star for 2%+ y? = 2% ar Q(3,4,5)
och Q(5,12,13) sanna men (2, 3, 4) falsk.

Sanningsmdangden for en 6ppen utsaga dr mangden av de objekt for vil-
ka utsagan giller (4r sann), dvs {z; P(z) &r sann}.

Utsagan “z? < 4” har sanningsmingden (eller ldsningsmingd en) {z :
—2<x <2}

I utsagan “x dr storre dn 3”7 ar variabeln x subjekt och "ar storre dn 3”
predikat, dvs egenskapen som x utsidgs ha.

1.3.2 Kvantorer

D& man "sétter in” nagot i stéllet for variablerna i en Sppen utsaga
sa att den blir meningsfull sluter man den. Oppna utsagor kan ocksa
slutas med kvantorer (kallas dven kvantifikatorer. Vi anviander i matem-
atiken tva kvantorer, existenskvantorn 4 och universalkvantorn eller
all-kvantorn V.

"Det finns ett tal x sddant att 22 = —1.”

Existenskvantorn motsvarar i vanligt sprakbruk uttryck som "Det finns
ett” 1 ”Det finns ett = sddan att P(z)”, ”for minst ett” i ” P(z) géller for
minst ett 2”7 och liknande. Formaliseras till

dz P(x)

”Alla daggdjur har péls.”

Allkvantorn anvands i allmdnna utsagor da man vill sla fast att en viss
egenskap géller for alla z under 6vervigande (i grundméngden): ”P(x)
géller for alla z.”

Vz P(z)
Man kan ha flera kvantorer, om man har flera variabler. ”Alla har sett

nagon av filmerna ” kan formaliseras Yz 3y Q(z,y).

Jy Vz Q(z,y) betyder ddremot "Det finns en film som alla har sett.”
Kvantorernas ordning har alltsa betydelse.
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1.3.3 Negering av kvantifierade utsagor

Att inte alla z har egenskapen P innebédr ju att nagot x inte har egen-
skapen P. Motsatsen till Vo P(x) ar tydligen 3z —P(z). Formaliserat:

-(Vz P(z)) < Jz -P(x)

Att det inte dr sant att det finns ett x med egenskapen P(z) maste
betyda att alla = saknar egenskapen P(x). Motsatsen till 3z P(x) &r
saledes Vo —P(x). I formel:

-(3 P(z)) & Vz -P(z)

Exempel Motsatsen till ”Alla Goteborgare talar fort och otydligt” &r
"Det finns en goteborgare som talar langsamt eller tydligt”. Motsatsen
till "Det finns ett tal som ar storre dn 100” &r ”Alla tal 4r mindre &n 100”

Ovnigar
16. Formalisera foljande utsagor med kvantorerna V och 3.
a. Alla elever klarade tentan.
b. Négon elev klarade alla prov.
c. Alla prov klarades av nagon elev.
d. Alla préister ar prostar.
e. Ingen elev klarade alla prov.
f. Hogst 70 personer var dar.

g. Det finns ett tal som ar stérre én eller lika med alla andra tal.

17. Formulera i positiv form motsatsen till utsagorna i foregaende
uppgift.

1.4 Teoriuppbyggnad

En (matematisk eller annan) teori brukar vara uppbyggd s att den fran
boérjan bestar av ett antal utsagor som betraktas som sanna, sa kallade
axiom, fran vilka andra sanna utsagor, satser eller teorem, hirleds varefter
nya sanna utsagor kan héarledas och si vidare.
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Det ar viktigt att man kan kontrollera att en hérledning, ett bevis ar
korrekt gjord. Ett bevis skall darfor i princip kunna brytas ned i enkla
hérledningsmonster, sa kallade syllogismer av vilka vi listar nagra i en
tabell. (.. betyder ”alltsd” och betcknar en giltig slutsats ur vad som
star ovanfor)

Regler for Inforande Elimination
Antag —p
negation ~(p) b Da en motségelse
P ~=(-p) :
P
p PAg
konjunktion q Y
R AN S.q
pVgq
. . . p q p=r
disjunktion
J c.pVyg C.pVyg q=>r
T
Antag p p
implikation Da ¢ P=4q
Sp=q .q
p=4q pP<=4q
ekvivalens q=0p S.p=4q
S pEq S.q=D
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Kapitel 2

De hela talen

2.1 Delbarhetsegenskaper
Betrakta mingden av hela tal
Z={..,—3,-2,-1,0,1,2,3,...}

med riknesitten addition, subtraktion och division definierade som van-
ligt (som i grundskolan).

Definition 2.1 Heltalet a dr delare till heltalet b om

det finns ett heltal c sa attb=a-c

Att a dr delare till b skrivs alb, “a delar b.

Ex. 17|51, ty 51 =17 - 3.

Ex. 28 har delarna +1, 2, +4, £7, +14, £28.

Definition 2.2 Alla delare till ett heltal b utom £1 och +£b ar dkta

delare

Ex. +2, +4, 47, +14 #r dkta delare till 28.

Sats 2.1 . Ldit a ,b, ¢, d vara hela tal
Om alb och alc, sd gdller a|(b+ ¢) och alb - d.

Om alb och blc, sd gdller alc.
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Bevis: Ovning. O

Divisionsalgoritmen T4%ll heltalen a och b, dir b > 0, finns entydigt
bestamda heltal k och r, 0 < r < b sd att

a=b-k+r

Talet k£ ar kvoten och r resten.

Ex. 59 =17-3 + 8.

Definition 2.3 FEitt primtal dr ett heltal > 2 som saknar dkta delare.

M a o ar ett primtal ett heltal > 2, vars enda positiva delare ar talet
sjalv och 1.

. De forsta primtalen ar 2,3,5,7,11,13,17,19, 23, 29, 31, 37,41, 43, 47, 53.
Det stérsta kiinda primtalet (september 2003) dr 23466917 — 1 ett s k
mersenne-tal med 4053946 siffror.

Hjilpsats 2.2 Om heltalet m inte dr ett primtal, si dr den minsta
positiva dkta delaren till m ett primtal.

Beuwis: Bland de dkta positiva delarna finns en, d sdg, som dr minst. Om
inte d vore primtal, hade d en dkta positiv delare d;, som maste vara
mindre dn d. Eftersom d; da ocksa maste dela m motsager detta att d
ar den minsta positiva delaren. U

Beviset ovan ar ett typiskt motsédgelsebevis : Ur negationen till den ut-
saga p man vill bevisa foljer en motsigelse. Alltsa maste p gilla.
Beviset till nésta sats dr d&nnu ett exempel pa detta.

Sats 2.3 (Fuklides): Det finns odindligt mdnga primtal.

Beuvis: Antag motsatsen, dvs att det bara finns dndligt manga primtal.
Lat P vara det storsta primtalet. Bilda talet

N=1-2.3-4.....P+1=P!'+1

Den minsta positiva delaren d till N ar ett primtal eller &r N sjilvt ett
primtal . Men inget av talen 1,2,..., P kan vara delare till N, eftersom
resten blir 1 da man dividerar N med dessa tal! Da maste d vara ett
primtal som &r storre &n P vilket motsiger att P &ar det storsta prim-
talet.

Alltsd maste det finnas odndligt manga primtal. O
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Sats 2.4 Varje heltal > 2 kan delas upp ¢ primtalsfaktorer

Beuvis: Lat n vara ett positivt heltal. Lat p; vara den minsta positiva
delaren till n, som ju dr primtal. Da finns ny sa att n = p; - ny. Lat
nu p, vara minsta positiva delaren till n; sa att n = py - ps - ny och sa
vidare. Processen maste sluta efter dndligt manga steg, och da har vi

n=pi-p2:...°Pm, 0.

Att primfaktoruppdelningen ar entydig visas ldngre fram.

Ex. 4179240 = 2%-3%.5-13-17-19-47.

I programmmeringssprak forekommer beteckningarna div och mod for
kvoten respektive resten: 59div17 = 3 och 59 mod 17 = 8

Att talen a och b har samma rest vid division med ¢ skrivs
a=b (mod q)

Ex. 59 =20 =7 (mod 13)

2.2 Rakning med rester

Sats 2.5 Om heltalen a1 och ay har resterna ri respektive ro vid divi-
ston med heltalet q, sa gdller

a1 + ag har resten r1 + ro vid division med q
a1 - ag har resten ry - ro vid division med q

n - ay har resten n -y vid division med q (n heltal)

Beuis:
a; =by-qg+riyochay="by-q+7ry=a1+as = (b1 +bs)-qg+7r1+79
aj - by = (biby - ¢+ byro + bory)q + 11 - 12
n-a=n-by-qg+n-r.0

Anmirkning Sats 2.5 innebédr att om a; = ay (mod ¢) och b; = by
(mod gq) sa géller

a, + by
al-bl

as + by (mod gq)
as - by (mod q)

Exempel. Exempel. Vilken blir minsta icke-negativa resten, da
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(a) 557 - 283 4 355 divideras med 77
(b) 172 + 13 divideras med 77
Lésning: Med =-beteckningen kan vi jobba sa hér:
(a) 557-2834355 = (80-7—3)(40-74+3)+(50-74+5) = (-3)3+5=—4=3
(mod 7).
(b)
17 +139%=2-7+3)*+(2-7-1)¥=3¥ + (-1)¥ =

=3%.32 1=27".9-1=
{27=28—-1=4-7-1, 9=7+2}
=@4-7-1°7+2)-1=(-1)-2-1=
=—2-1=-3=(-1)7+4=4 (mod 7)

2.3 Storsta gemensamma delaren

2.3.1 Euklides algoritm

Hur férkortar man brak med stora tiljare och nimnare, som till exempel
4192402 Vad vi egentligen siker dr det storsta positiva heltalet som
delar bade taljare och nimnare, storsta gemnsamma delaren, SGD, till
4179240 och 573648. Euklides algoritm ar en metod som sallar fram
SGD genom upprepad anvindning av divisionsalgoritmen. Forst ett

exempel:

4179240 = 573648 x 7 + 163704
973648 = 163704 * 3 + 82536
163704 = 82536 * 1 4 81168
82536 = 81168 x 1 4- 1368
81168 = 1368 * 59 + 456
1368 = 456 * 3

Den storsta gemensamma delaren dr da 456, skrives SGD (4179240, 573648) =

4179240 __
456 och 47920 — 9165 /1258,
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Med allménna beteckningar blir det s& har: Lat a och b vara positiva
tal och s6k SGD(a,b). Divisionsalgoritmen ger

a=b-k1+7“1, 0<r;<b
b:T1'k2+T2, 0§7’2<T1
T1=T2'l€3+7'3, 0<r3<mr

Processen maste ha ett slut (resterna avtar ju striangt)
Tn2="Tn 1 kn+7y, 0<r,1<m

Tn-1="Tn" kn—|—1
Vi ser nu létt att r,|r, 1 = rplrn o = ... = 1|b = rplal 7, Ar alltsd
gemensam delare till a och b.
Antag att heltalet d delar bade a och b. Eftersom r; = a—b- k;, maste d
dela 71, eftersom r9 = b—r; - ko maste d dela ry och sa vidare. Vi finner
till slut att d delar r,. r, ar saledes den stirsta gemensamma delaren.

2.3.2 Minsta gemensamma multipeln

Da vi vill addera tva rationella tal sdker vi ju efter den minsta gemen-
samma namnaren, som ju ar den minsta gemensamma multipeln, MGM,
till ndmnarna.
Lat a och b vara tva heltal # 0. Vi bryter ut SGD(a, b) ur bada talen
och far
a=a;-SGD(a,b), b=1b -SGD(a,b)
dar a; = a/SGD(a,b) och by = b/SGD(a,b). Da &r
a ab

=" p=—_—

SGD(a,b) SGD(a,b)

en gemensam multipel till a och b eftersom bade a och b delar detta
uttryck. Att m ocksa &r den minsta gemensamma multipeln ldmnas
som en (kanske svar) 6vning.

Exempel 2.3.1 Berikna 170/81168 — 5/1368.

m = a101SGD(a,b)

Liosning SGD(81168,1368) = 456 (se ovan), s& minsta gemensamma
namnaren ar

81168 - 1368 _ 81168
456 456

170 5 170 5  170-3—5-178
81168 1368 178-456 3-456  178-3-456

MGM(81168,1368) = -1368 =178 - 3 - 456

= —5/1068
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Hjilpsats 2.6 Om a och b dr heltal, finns tvd heltal x och y sd att
SGD(a,b) = ax + by

Beuvis: Ga baklianges i Euklides algoritm. O

Sats 2.7 Om a och b dr heltal och p primtal och p|ab sd maste pla eller
plb

Bevis: Antag p fa (annars var ju allt klart).Da d&r SGD(p,a) = 1.

Da finns heltal z och y sa att 1 = px + ay.

Da giller pbx + aby = b.

Men p | ab och p | pbz, alltsa plb. O

Hjilpsats 2.8 Om ay,as, ..., a, dr heltal och p ett primtal och plaias - -
sG maste play for nagot k, 1 <x <n

Bevis: Om inte p|la; maste p|as - - - a, enligt sats2.7.
Om inte heller p|as méaste plas - - - a, osv. Efter hogst n steg hittar vi ay
sadan att p|ay. O

Nu kan vi visa den fullstindiga satsen om uppdelning i primfaktorer av
hela tal,

Sats 2.9 (Aritmetikens fundamentalsats) Varje heltal a > 2 kan
skrivas som en produkt av primtal pd ett och endast ett sdtt, bortsett
fran faktorernas ordningsféljd.

Beuis: Enligt sats 2.4 pa sid 19 kan a skrivas som en produkt av primtal.
Antag att det gar att gora pa tva sitt, sa att

a=DpiP2- " Pm = q1G2 - - - Gn, Px Och ¢; primtal

Vi kan anta att m < n. Enligt lemma 2.8 maste p;|g; for nagot j. Det
maste innebéra att p; = g;, eftersom bada ar primtal. Vi numrerar om
sa att g; blir ¢; och dividerar bada led med p; = ¢;:

DaP3 - -Pm = G243 - - qn

Nu kan vi upprepa forfarandet, p, maste vara lika med nagon ny g5 och
sd vidare. Till slut ar alla py slut och alla pj, ar lika med varsitt ¢g;. Om
det funnes nagra g; kvar skulle vi ha

1:qm+1...qn

-an
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som dr omojligt eftersom alla primtalen g; > 2. Av detta foljer enty-
digheten. U

Vi dr nu istdnd att bevisa

Sats 2.10 (Satsen om rationella rétter) Anta att talen ag,a1,...,an @r heltal. En nédvindig
forutsattning for att polynomet

f(z) —ao+aiz+axx® + - +anz”
skall ha en rationell rot a = p/q, ddr p och q dr forkortat sd ldngt det gar, ar att plag och glan.

Bewis: Antag att f(p/q) = 0. Multiplicera med ¢™. D& giller

2 n
¢ f(E =g <a0+a1g+a2p—2+---+anp7b>
q q q q
=aoq" +a1pg” P +ap?¢" i+ -+ anp™ =0.
Men da géller
p(alqn—l +a2pqn—2 N +anpn—1) — _aoqn

Det foljer att plaog™. Eftersom p /¢ och dirmed p [¢™ maéste p|ao enligt sats 2.7 ovan. Att glan

bevisas pa liknande sdtt. O

2.3.3 Diofantiska ekvationer

Diofantiska ekvationer, som har namn efter Diofantos som verkade i
Alexandria omkring ar 250 e Kr, dr ekvationer dir de “obekanta” foruséttes
vara heltal. Vi skall se hur man I6ser diofantiska ekvationer av typen

ar +by =c

dar a,b och c ar hela tal och dir man soker heltalen = och y.

Forst konstaterar vi:

Faktum 2.1 Om SGD(a,b) Jc si saknar den diofantiska ekvationen
ax + by = ¢ losningar.

Bewis: Det foljer av SGD(a,b)|la ASGD(a,b)|b = SGD(a,b)|ax+ by =
SGD(a,b)lc. O
I en losbar diofantisk ekvation kan vi alltsid anta att SGD(a,b) = 1
(annars kunde vi ju dividera bada sidor med SGD), vilket ofta under-
forstas i fortsdttningen.

Faktum 2.2 Om xy, y; ldser ax + by = ¢, sd ges samtliga losningar
av
r=x1—bm; y=y+am

dar m dr vilket heltal som helst.
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Bewvis: Det ger namligen ax + by = a(x, — bm) + b(y1 + am) = axy +
by + abm — abm = c.

Om z = 21 + v och y = y; + v &r en annan l6sning géller az + by =
a(zy +u) + b(y1 +v) = ¢ = axy + by, varav foljer au + bv = 0, dvs
au = —bv. Det innebér att a|v (eftersom a )b), dvs v = a - m for nagot
m. Da ar au = —b-a -m och alltsd u = —b-m. 0

Exempel 2.3.2 Los den diofantiska ekvationen 7x + 2y = 5.
Lésning: Vi hittar ganska latt en 16sning: ;1 = 1 och y; = —1.
Alla heltalslosningar till 7z 4+ 2y = 5 ges da av

r=1—2mochy=—-1+4+Tm
Se ocksa figuren i marginalen for en geometrisk tolkning.

I nésta exempel visar vi en metod for att hitta en losning som bygger
pa Euklides’ algoritm.

Exempel 2.3.3 : Sok alla heltal z, y sadana att 17z + 39y = 2
Losning: Euklides algoritm ger:

39=2-174+5; 17=3-542; 5=2-2+ 1. Ur det far vi:
1=5-2-2=5-2-(17=3-5) = —=2-1747-5= —2-17+7(39-2-17) =
—16-17+7-39 ,dvs

17(—=16) + 39 - 7 = 1 och alltsa 17(—16 - 2) + 39(7 - 2) = 2 Samtliga
l6sningar kan skrivas:

r=-32-39m; y=14+1Tm

Exempel 2.3.4 : Bullarna kostar 4 kr och wienerbréden 5 kr. Per kopte
bullar och wienerbréd fér sammanlagt 47 kr. Hur manga bullar och hur
manga wienerbrod kopte Per?

Lésning: Om z ar antalet bullar och y ar antalet wienerbréd far vi den
diofantiska ekvationen 4 - x + 5 - y = 47.
Vi bryter ut gemensamma faktorer. Men SGD(4,5) = 1 s& det finns
inga.
Sa soker vi en 16sning till ekvationen 4 -z 4+ 5-y = 1 Den har enligt 2.6
en 16sning som kan berdknas med hjilp av Euklides algoritm, men vi
finner 14tt l6sningen x = —1, y = 1.
En 16sning till ekvationen 4 - x + 5 -y = 47 ar da o = —47, yy = 47.
Den fullsténdiga l6sningen till den ursprungliga ekvationen 4-z+5-y =
47 ar da

r=—-47+5-m, y=47—4m
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Bade x och y maste vara ickenegativa heltal: —47+5-m > 0 & m >
47/5< m > 10 och —47+4m <0< m <47/4 & m < 11.

Vi far 10 < m < 11 s& m ar antingen 10 eller 11. Da vi sétter in dessa
m-varden i 16sningen finner vi att Per antingen kopte

3 bullar och 7 wienerbréd eller 8 bullar och 3 wienerbrod.

2.3.4 Olika talsystem

Vanligtvis skriver vi heltal i 10-systemet. ex vis 67532 = 6 - 10* + 7 -
103 +5-10% + 3 - 10' +2-10°. For att omvandla 67532 i basen 10 till
basen 7 anvinder vi divisionsalgoritmen upprepade ganger.

67535 = 9647 -7+ 6
9647 = 1378 -7 +1
1378 =196-7+6

196 =28 -740
28=4-7T+0
4=0-7+4

Genom successiv inséittning far vi da

(67535)10 = ((((4-74+0)-7+0)-74+6)-74+1)-T+1)-7T+6

=4-T40-7°+0-7"+6-7+1-7°+6-7° = (400616);
I schemat ovan kan man alltsa finna svaret genom att ldsa resterna

nerifran och upp! Man kan gora pa ett annat sitt ocksa: Skriv upp alla
potenser av den nya basen 7 som dr mindre dn 67535

=17 =7 7=49, 7° =343, 7" = 2401, 7° = 16807
och anvind divisionsalgoritmen igen:
67535 =4-16807+ 307, 307=6-49+13, 13=1-7+4+6

67535 =4-7"4+0-7"+0-7+6-7+1-7 +6-7° = (400616);

Basen 7 som vi anvént hir som exempel forekommer nog sillan i tillamp-
ningar. Vanliga baser dr 10 (decimala), 2 (binéra), 8 (oktala) och 16
(hexadecimala tal).
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Blandade uppgifter till kapitel 2

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

XOR. Bilda det nya logiska konnektivet A genom ekvivalensen

(PAg) < [(pV a) A (=(p A q))]
a. Stammer det att (pAq) < [(p A (—q)) V (g A (—p))]?

b. Kontrollera att [(pAg) Ar] < [(pAr)A(gAr)] dr en giltig logisk
formel.

Visa att om a #r ett udda tal s ir a2 — 1 delbart med 8.
Visa att n® — n alltid dr delbart med 6.
a. SGD(315,56)
b. MGM(96,144)
c. SGD(12259,3887)
d. SGD(428571,126577)
a. Skriv (4711);, binért, oktalt och hexadecimalt.
b. Skriv (ABCD)¢ decimalt.
Vilken blir resten, da 207% divideras med 13?
Visa att 112" + 52"t — 6 ar delbart med 4 for alla heltal n
Vilka av talen 589, 661 och 899 dr primtal?
Visa att 422! =1 (mod 13)
(Euklides algoritm géller for polynom ocksa! ) Ekvationerna
2 — 62>+ 11z —6=0o0ch 2> —72° + 122 — 6 =0
har en gemensam rot. Bestdm denna rot.
S6k gemensamma nollstéllen till
zt —42® — 22 + 162 — 12 och z* —52® — 32 + 172 — 10

Vilken veckodag dr det den 10 september 22197 Den 23 september
2002 ar en mandag.

Visa att 4|(n + 1)3 4+ (n — 1) for alla heltal n
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31.

32.

33.

34.

Visa att ett positivt tal ar delbart med 9 da och endast da talets
siffersumma &r delbar med 9.

Visa att det inte finns nigot heltal z sadant att 4|z — 2.

Los de diofantiska ekvationerna
a. 5z + 6y = 113.
b. 13z + 7y = 576 dér = > 0 och y > 0.

Vid en forestdllning kostade barnbiljetterna 35 kr st och vuxenbil-
jetterna 45 kr st. Biljettintdkterna var exakt 10 000 kr. Hur manga
barnbiljetter kan hogst ha salts?
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Kapitel 3

Induktion och rekursion

3.1 Induktionsprincipen

Vi studerar nu de naturliga talen, N = {0,1,2,3,...} och det anvind-
bara induktionsaziomet

Exempel 3.1.1 |De udda talens lag.|

Vi bildar summor av de udda talen fran 1 och uppat:

1+3=14

1+434+5=9
1+3+54+7=16
1+34+5+7+9=25=052

Vi kan inte lata bli att lagga maérke till att summan 1 vart och ett av de
uppriknade fallen blir lika med kvadraten pa antalet termer i summan.
Ar det alltid sa? Vi gissar att svaret ir ja och resonerar som foljer for
att bevisa var formodan.

Lat p vara ett naturligt tal. Om summan av de p forsta naturliga talen
verkligen vore = p?, vad hinder om vi ligger till niista udda tal? Efter
viss tankemdda inser vi att det p + 1 :a udda talet ar 2p + 1 som vi
adderar:

P+ 2p+1

Enligt kvadreringsregeln ér ju detta lika med (p+1)2. Vi har alltsé visat:

Om summan av de p forsta udda talen ir p?, si 4r summan av de p+ 1
forsta udda talen (p + 1)2.
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Men vi vet ju att 1 + 3 = 22. Diarmed vet vi enligt vad vi just visat
(p=2) att 1+3+5 = 3% och diirmed att 1 +3 + 5+ 7 = 4% och
fojaktligen 1+3+5+7+9 = 52 och dirmed ... Vi kan hérleda oss fram
till naturligt tal » som helst och visa att 1+3+5+7+---+2n—1 = n?,

Att detta sitt att resonera &r riktigt tycker vil de flesta. I géngse
matematisk teori tillfogar vi den sa kallade induktionspricipen som ett
axiom, vi formulerar den sa héar

Axiom 3.1 (Induktionsprincipen.) Ldit P(n) vara en dppen utsaga
sddan att

P(n,) dr sann for ett heltal ng (basfall)
P(n) = P(n+1) for alla heltal n > ny (induktionssteg)

P(n) dar da sann for alla heltal > ny.

Anm. Induktionsprincipen kan formuleras med logiska symboler:

[P(O)A (Vn: P(n) = P(n+1))] = Vn: P(n)

Vi gar nu igenom vart exempel igen lite mer systematiskt.

Visa att for alla hela tal n > 1 giller
1434+547+...42n—1=n?
Bevis: (Induktion)

Basfall: Om n =1 ar uttrycken pa bada sidor om likhetstecknet = 1,
Sa formeln stimmer for n = 1.

Induktion: Lat oss utga fran att formeln verkligen géller for nagot heltal
n > 1, dvs for just detta n giller 1 +3+5+7+...+2n—1 =n?
(induktionsantagandet)

I sa fall giller

14+345+47+...+2n+1)—1
=14+3+54+7+...+2n—-14+2(n+1)-1=

n2

{anvind induktionsantagandet}

=n’+2n+1)—-1=n*+2n+1=(n+1)?
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Dvs om formeln géller for heltalet n sa géller den ocksa for heltalet n+1.

Ur induktionsprincipen foljer da att formeln géller for N> n > 1. [O

Exempel 3.1.2 Visa att 2" > n? fér n > 4.

Bevis:
Basfall: For n = 4 betyder det att 2* > 42 och det &r ju sant ty 16 > 16!

Induktion: Nu gor vi antagandet (induktionsantagandet) att 2" > n?
ar sant for nagot n > 2.
Vinsterledet i motsvarande formel for n 4+ 1 ar da

2"t = 2.2" = 2" 42" > {Nu anviinder vi induktionsantagandet}

> n?4n? = n’+n-n > n’+4n > n?+2n+8 > n?+2n+1 = (n-l—l)2
Vi har da visat att om 2" > n? och n > 4, s3 foljer 2" > (n+1)2,

dvs det vi skulle bevisa giller d&ven for heltalet n + 1

Enligt induktionspricipen géller formeln for alla n > 4. (]

Exempel 3.1.3 Visa att Dz" =n-z" ! féor n € N.
Bevis:

Basfall: VLy=Da’=D1=0=0-21=0= HL!

Induktion: Antag att D xP = p-2P~! for ngot heltal p > 0. Da deriverar
vi 277! genom att anvinda formeln for derivatan av en produkt:

D' =Dx-2?=1-2°+xDa?
=zl +x-p-aP =2l +p-af=(p+1)2P
som ar ratt uttryck for n=p+1.

Enligt induktionsaxiomet géller d& Dx™ = n - 2" ! for alla naturliga
tal. U
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3.1.1 Ovningar pa induktionsbevis
35. Visa att

n2n+T7)(n+7)

forn>1
5 , forn >

2:64+3-7T+...+(n+1)(n+5) =

Bevisa med induktion eller pa annat sitt (6vn 36-43)

36.
- 1
S k= @ for alla heltal n > 1 .
k=1

37. n - for alla heltal n > 1.

Z”: 1
p kE(k+1) n+

38. ) k27" =2—(n+2)27" for alla heltal n > 1 .
k=0

2n 3n(n +1
39. ) k= % for alla heltal n > 1 .
40. 7 4 3**! 4r delbart med 4 for alla heltal n > 1 .
41. 8 — Tn — 1 ar delbart med 49 for alla heltal n > 1 .
42. 2™ > n? for alla heltal n > 10.

43. .
e’ > x—'fér x > 0 och alla heltal n > 1.

(M=T1-2.3.--(n=1)-n)
3.2 Rekursiva foljder och procedurer

Exempel 3.2.1 Fibonaccitalen. Ar 1201 publicerade Fibonacci (Li-
onardo di Pisa 1180-1250) en larobok i matematik, Liber Abbacci, dér
féljande problem rorande kaninavel formulerades.

Vi gor f6jande antaganden:
Kaniner har evigt liv.

Kaniner far sina forsta ungar vid (exakt) tva manaders alder.
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Varje manad ger varje vuxet kaninpar upphov till ett nytt kaninpar.

Vi inforskaffar ett kaninpar manad 0 som manad 2 far tva ungar som
utgor utterligare ett kaninpar. Vi féljer uvecklingen manad fér manad.

manad antal kaninpar
1

SO W= O
coO Ot W N

13

Man inser att antalet kaninpar en viss manad ar lika med antalet par
en manad tidigare plus antalet par tva manader tidigare det vill sidga

Ty = Tpe1 + Tpo fOr n > 2
dér y, ar antalet kaninpar manad n.
Ovning.

44. Diskutera varfor fibonaccis f6ljd dr vildefinierad genom utsagan:
zo=1ochxzy =1o0ch z, =2xp_1 + Tp_o for n > 2

Fibonaccis foljd siges vara definierad rekursivt, det vill sdga virdet av
en ny term beror pa ett entydigt sitt av de foregaende.

Exempel 3.2.2 n! Vi gor en rekursiv definition av n!:

or=1
m+1)!=n-(n+1)forn>1

Till exempel 4r 5! =5-4!=5-4-31=5-4-3-21=5-4-3-2-11 =
5-4-3-2-1-01=5-4-3-2-1-1=120

Rekursiva procedurer kan anvindas vid programmering. Har ar en pascal-
rutin for att berdkna n!

function fak(n : integer) : integer;
begin;
if n = 0 then fak :=1
else fak:= nxfak(n — 1)
end

@

G i W N = = = N W ot

- 4!

.31
.9
1
0!
1=1
1=2
.2=6
6=24

-24:@
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3.2.1 Rekursiva definitioner

Exempel 3.2.3 Textstringar Lat en mingd av tecken vara given.
Datatypen string kan da definieras sa hér

S .
, ar en strang.

(i) Den tomma stréngen,
(ii) Om t &r ett tecken och s dr en string si ar st en strang.

Exempelvis dr “abc” en striang.
Bevis: “abc” ar enstring <= “ab” ar en strang A "c” &r ett tecken <="a”
ar en strang A”b” dr ett tecken <= 77 ar en strang A “a” ar ett teckenl]

3.3 Linjara rekurrensekvationer

Att 16sa en rekurrensekvation innebar att man ur en given rekursion-
formel hérleder ett “slutet uttryck” fér den n:te termen.

3.3.1 Homogena linjara rekurrensekvationer av
forsta och andra ordningen med konstanta
koeflicienter

Nu behandlar vi ekvationer av typerna
Tnt1 +ax, =0, av forsta ordningen
Tpt2 + P Tpt1 +qx, = 0, andra ordningen.
Vi l6ser forst z,11 + ax,
Ty = (—a)Tn_1 = (—a)*r,_y = (—a)’z,_3 = --- = (—a)"x¢

Lésningenar alltsa

ZTp,=C-(—a)"

dar C ar en konstant.

For att 16sa en andra ordningens ekvation ansdtter vi en liknande 16s-
ning x, = C - A" och far

TrioHD Tpi1+q 2, = C-X"24p-C- A" 4-C-g- A" = C-A" (N2 4p-A+q) =0
Vi kan da dra slutsatsen att A dr en l6sning till den karakteristiska

ekvationen
M4p-A+qg=0

I sjdlva verket ger detta all 16sningar, enligt f6ljande sats som vi med-
delar utan bevis.
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Sats 3.1 Lat Ay och Ay vara l6sningarna till karakteristiska ekvaationen
A +p-X+q = 0. Dd kan samtliga l6sningar till rekurrensekvationen
Tpio +DPTpt1 + qx, = 0 skrivas

Cl)\?+02)\3 om)\l#)q
(An+B))\” om)\lz)q:/\

dir A, B, Cy och Cy dr konstanter.

Exempel 3.3.1

a. Ekvationen z,,9 — 42,41 — 5z, = 0 har karakteristiska ekvationen
A2 —4) — 5 = 0 med rétterna \; = —1 och Ay = 5. Alla lésningar
kan da skrivas z,, = C1(—1)" + Cy - 5", ddr C; och Cy dr godtyckliga

reella tal.

b. Tpy9—4T,1+4z, = 0 har karakteristiska ekvationen \>+4\+4 = 0
med dubbelroten A = 2. Losningarna ar z,, = (An + B) - 2", dir A

och B ar fria konstanter.

Exempel 3.3.2 Ge den l6sning till z,49 — 22,41 + 32, = 0, f6r vilken
.Z'OZOOCh.le?).

Lisning. Karakteristiska ekvationen dr A2 — 2\ + 3 = 0 med rétterna
1 och 2. Lésningen ar z, = C-1"+ D -2" = C + D - 2", dar vi skall
bestémma C' och D.Insdttning av startvirdena ger

C+D=0
C+2-D=3

som ger C' =—-3,D =3, dvs x,, =3-2" — 3.

Vi ger ett exempel dir karakteristiska ekvationen har komplexa rétter.

Exempel 3.3.3 L6s p12 — Tpt1 + 2, =0, 20 =0, 1 = 1.
Lésning. Karakteristiska ekvationen &r A2—\+1 = 0, om har de konjugerat komplexa

+i-/3

1
rotterna — pa poldr form cosm/3 + i -sinnw/3. Vi far pd samma sitt som

wn:A_<1+i-\/§> +B‘<1—i-\/§>

tidigare

2 2
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Insdttning av startvirdena ger

.Z'O:A+B:0dVSB=—A
xle-(Hg—'ﬁ—#g):A-i-\/ﬁzl
A=l p—__1_

T V3 T T VB

Vi sétter in dessa virden pad A och B och anvinder de Moivres formel.

Ty = L((cos7r/3 +i-sinm/3)" — (cosm/3 —i-sinm/3)")

iv3
1
= ——=(cosnm/3+i-sinnw/3 —cosnn/3+i-sinnm/3)
zx/g
1 2sinnn/3
= —(2isinnn/3) = ———
gl =g

Eftersom sin(n7/3) = 0, v/3/2, v3/2,0, —v/3/2, —/3/2,0, v/3/2,... for n =
0,1,2,3,4,5,..., ges x,, av foljden

0,1,1,1,—1,-1,0,1,1,0,1... for n =0,1,2,3, ...

3.3.2 ...och inhomogena

En inhomogen rekurrensekvation ser ut sa har

Tpi2 +PTpy1 +4Tn = Gn

dér g, ar nagot uttryck i n.
For att 16sa sddana gor man pa foljande sétt

(1) Bestdm den allménna lésningen zp,, till den homogena ekvationen
Tpt2 TP Tpt1 +q Ty = 0.

(i7) Bestdm en l6sning, partikuldrlésning ,x,, till den inhomogena ek-
vationen.

Addera sedan sedan dessa losningar. =, = Tp, + Zp, ger samtliga 16s-
ningar till T, + pxpi1 + 9T, = gn.

Hur man hittar partikuldrlésningarna ar ett kapitel for sig, men grun-
dregeln &ar att de dr av samma typ som hogerledet, eventuellt multi-
plicerad med ett polynom i n. Man far prova sig fram.
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Exempel 3.3.4 Lo6s r-ekvationen z,, 9 — 4,1 — 5x,, = n.

Lésning. Homogena ekv har losningarna (se exempel 3.3.1)

Tpy = C1(—=1)" + Cy - 5"
For att fa en partikuldrlosning ansétter vi z,, = x,, = an + b, far
Tpio—4%n11—02, = a(n+2)+b—4a(n+1)—4b—5an—5b = —8an—2a—8b =n

for alla n. Identifiering ger a = —1/8,b = —a/4 = 1/32, s& z,, =
—n/8+1/32.
De fullstindiga l6sningen ar

Tp = Thy + Tpn, = C1(—1)" +C - 5" —n/8 4 1/32

Exempel 3.3.5 Los 2,49 — 42,41 — 52, = 5"

Losning.Da vi soker en partikuldrlésning noterar vi att hogerledet 5
ar en 16sning till den homogena ekvationen, varfor ansittningen z,, =
C - 5" inte duger (som den annars skulle ha gjort). Vi trappar upp
ansdttningen till z,, = C' - n - 5" och far

Tpyo — 42py1 — 52, = C(n +2)5"2? —4C(n + 1)5" —5C - n - 5"

= C5"(25n —20n — 5n+ 50 —20) = C - 30 - 5" = 5"
Da blir C = 1/30, z,, = n/30 - 5" och ekvationens 16sning ar
n

T = T+ 2 = Co(1)" + (Ca + o5

)5

Nagra ovningar pa rekursion.

45. Foljden a,, ir bestimd genom villkoren a; = v/2, Unt+1 = V2 + ay
forn=1,2,3,...
Visa att a) a, < 2, b)a,,1 > a, for allan > 1.

46. Gor en rekursiv definition av

a. a", dir a ar ett tal# 0 och n &r ett naturligt tal.

b. Zak, dirn e N.
k=0

47. Lat fo, f1, fo, ... vara fibonaccitalen. Visa att

o+ i+ +f2=fasrifn

for alla naturliga tal n
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48. Los differensekvationerna med startvillkor
a. 2Tp41 = 3Tp, To =3
b. Tpio =521 — 62y, xg =21 =1
C. Tpro— 9Tpy1 +62,=2,20=0, 2, =1
d. Tpio —3Tpi1 +2x, =2" o =2, =1

49. 1Ge en sluten formel for fibonaccitalen.



Kapitel 4

Kombinatorik

Vi fortsdtter nu med mingdliran och konsten att berdkna antalet ele-
ment i olika méngder.

4.1 Dirichlets ladprincip

Sats 4.1 (Dirichlets ladprincip) Om n + 1 objekt placeras i n fack
kommer minst ett fack att innehdlla minst tvd objekt.

Beviset ldmnas som 6vning.

Exempel 4.1.1 I en grupp med 8 personer maste det finnas minst tva
som dr fodda samma veckodag.

Exempel 4.1.2 Vilj 101 tal bland talen 1, 2, ...200. Visa att det bland
de valda talen finns tva tal a och b sddana att alb.

Lésning: Varje heltal kan skrivas 2% -y, dir y ér ett udda tal. Det finns
bara 100 udda tal mellan 1 och 200, sa det finns (minst) tva av de 101
valda talen som har samma y. Det mindre av dessa tva delar da det
storre.

Exempel 4.1.3 Lat f vara en funktion sadan att D, har n+1 element
och V; har hogst n element. Da finns ett funktionsvéirde som antas for
tva olika element i definitionsméngden, dvs funktionen kan inte vara
inverterbar.

Ovningar

50. Pa parkeringsplatsen star 1001 bilar. Visa att sifferdelen i bilnum-
ret ar lika hos minst tva av bilarna.

51. En stad i Sverige har 149 300 invanare. Vi delar in mé&nninskorna i
staden i grupper dar alla har de fyra sista siffrorna i personnumret
lika. Hur stor maste den storsta av dessa grupper minst vara?

X; Xo Xz X4 X5 Xg
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4.2 Antalet element i dndliga mangder

Lat M vara en méngd. Om M har n element, skriver vi |[M| = n.

Exempel 4.2.1

{a,c}| =2
1{1,3,2,1}| =3
0] =0

{m;m e N A (m < 100)}| = 100
Ovning.
52. a. Visa att |AU B| = |A|+ |B|— |AN B|.
b. Ge en liknande formel for AU BU C.

4.2.1 n-tiplar

En n-tipel bestar av n objekt, som inte behover vara olika, och dar var-
je objekt har ett eget ordningsnummer mellan 1 och n. Vi skriver en
n-tipel sd hiar (z, 29, x3,...,2y,)

En 2-tipel &r ett ordnat par, (z,y).

Ett annat namn for n-tipel at lista.

Exempel 4.2.2
(Gunnar, Helge, Ellinor) # (Helge, Ellinor, Gunnar)

(1,2,3) #{(1,2,3)} # {1,2,3}

4.2.2 Multiplikationspricipen

Exempel 4.2.3 Antag att man skall gora tva val och att i det forsta
valet finns 3 olika alternativ och vid det andra valet finns 5 olika al-
ternativ. Antal mojligheter att géra de tva valen sammantaget ar da
35 =15 (Se figur.). I detta fall 3-5 = 15 valméojligheter.

Resonemanget i exemplet ovan generaliseras till multiplikationsprincipen,
som séiger att vid n st val dir varje val har n, olika alternativ & =
1,2,...,n, sa dr antalet olika sitt som de n st valen sammantaget kan

goras pa (H ar tecknet for produkt)

n
nl'ng'...'nn:an
k=1
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Exempel 4.2.4 Antalet mojliga sitt att tippa en stryktipsrad med 13
matcher ar 3'% = 1594 323

Exempel 4.2.5 Antalet sitt att tippa alla 13 matcherna fel ir 2!3 =
8192

Exempel 4.2.6 1 en forening med 17 medlemmar skall véljas en ord-
forande, en sekreterare och en kassor. P4 hur manga sitt kan detta
teoretiskt ga till?

Lisning: Ordféranden kan véljas pa 17 sdatt. For varje val av ordférande
kan sekreteraren véljas bland de aterstaende 16 foreningsmedlemmarna.
For var och en av dessa 16 - 17 mgjligheter finns sedan 15 medlemmar
att vilja kassoren bland. Valet att vilja denna grupp om tre kan ske pa
17-16 - 15 olika satt.

Exempel 4.2.7 Hur manga n-tipler med idel olika element kan man
bilda ur en mingd med n element? Dvs pa manga sitt kan vi ordna n
olika objekt i f6ljd?

— Vi resonerar som forut, férsta komponenten kan viljas pa n sitt, andra
pa n — 1 sétt, och sa vidare. Den n:te och sista kan bara viljas pa ett
satt Enligt multiplikationsprincipen kan vi bilda

n-(n—1)---2-1=nl
ordningsfoljder.
Ovning.

53. Om vi har siffrorna 1,2,4,5 och 7, hur manga tresiffriga tal kan man
bilda a) Om varje siffra kan ateranvindas, b) om varje siffra bara
far anviindas en gang, ¢) om talet skall vara udda med olika siffror?

4.2.3 Permutationer

Ett urval av k st olika element i en viss ordning ur en mimgd med n
element kallas en permutation av k element ur n givna. Som i exempel
4.2.6 kan man visa att antalet permutationer av k£ element bland n givna

ar
|

by =ain 1= 2

Ett specialfall &r £ = n, da alltsa hela mingden skall ordnas eller ordnas

om. Man talar da bara om en permutation av de n elementen. Antalet
permutationer av n element ar

P(n,n)=n(n—-1)...3-2-1=n!
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Exempel 4.2.8 Mingden {a, b, c} kan permuteras pa 3! = 6 sétt, nim-
ligen

abc

acb

bac

bca

cab

chba

Exempel 4.2.9 Hur manga textsstringar med alla tecken olika kan
man bilda av tecknen ABCDE?

Losning:

Antal tecken antal striangar
0 5!/(5 —0)! = 1
1 51/(5— 1) = 5
2 5!/31=5-4= 20
3 51/21=5-4-3 = 60
4 51/11=5-4-3-2= 120
5 51/00=5-4-3-2-1= 120

Summa 326

4.2.4 Kombinationer och binomialkoefficienter

Om M med ett andligt antal, n, element och k£ ett naturligt tal som
ar < n, hur manga olika delméngder till M med £k element kan man
bilda? Eller, uttryckt pa ett annat sitt, hur manga kombinationer av k
element av n finns det?

Fragestillningen dr annorlunda jamfort med féregaende delavsnitt om
permutationer. I en delméngd (kmbination) fister vi ju inget avseende
vid ordningsfoljden, {a,b, ¢} ir ju samma méngd som {c, a, b}.

Vi resonerar som foljer. Forst berdknar vi antalet permutationer av k
i . n!

element ur de givna n. Det blir n(n — 1)---(n —k + 1) = CET

n—k)!

stycken. Men vissa av dessa dr ju bara omordningar av varandra och

representerar samma delméngd. Varje delméngd representeras da av k!

olika omordningar. Vi maste da dividera med k! och far svaret

n!

kl(n — k)!

Antalet sétt att vilja k£ element bland n =
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Definition 4.1 (Z) ar antalet delmdngder med k element ur en mdngd

med n element.

Enligt ovan giller
n n!
=" 4.1
<k) kEl(n — k)! (4.1)

Talet (Z) kallas ocksa binomialkoefficient

Exempel 4.2.10 En forening med 17 medlemmar (samma som i ex-
empel 4.2.6) skall vilja en styrelse om tre personer, som sjilva fordelar
arbetsuppgifterna mellan sig. Pa hur manga sétt kan detta ske?

Lésning: Nu dr ordningsféljden likgiltig. Styrelsen kan viljas pa

(17) 17 _17-16-15-/14-/13---2-1_17-16-15_680

3) 30141 f4- f3---2-1-3-2-1  3-2

olika satt.

Exempel 4.2.11 Hur manga olika pokerhénder finns det?

Léosning: En pokerhand bestar av 5 kort valda bland 52 kort. Det finns
alltsa () =52-51-50-49-48/(5-4-3-2) = 2598 960 pokerhénder.

Exempel 4.2.12 Ake skall ga fran hornet Third ave/E 39 st till hornet
Fifth ave/E 34 st. P4 hur maga séitt kan han ga utan att ga omvigar?

Lisning:  Ake maste g sammanlagt 9 delstrickor (mellan tva ko-

rsningar). 5 av dem maste ga sdderut, de kan viljas pa (Z) = Zg%:

126 olika sétt, dvs det finns = 126 olika vagar.

15
14
13
12
11
10
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4.3 Binomialteoremet

4.3.1 Egenskaper hos binomialkoefficienter

Vi ger nagra grundldggande samband fér binomialkoefficienterna (Z)

@ N (Z)Zl (4.2)
<Z) B (nﬁk) (4.3)
<n_’:1) B <Z>+<kﬁ1) (4.4)

> (1) - = (4.5

k=0

Bevis. Dessa samband kan bevisas med hjilp av den numeriska formeln
4.1, men vi viljer att visa dem med hjélp av definition 4.1 ovan genom
sa kallade kombinatoriska resonemang.

Ekv 4.2:

Ekv 4.3:

Ekv 4.4:

Ekv 4.5:

Antalet delméngder med 0 element dr 1. Bara den tomma méng-
den () har 0 element. Det finns ocksé en och endast en delméngd
med n element, grundméngden M sjilv.

Till varje delmidngd A med k element finns en annan med n — k
element, ndmligen de element i M som inte tillhér A, sa antalet
delméingder med n—k element maste vara lika manga som de med
k element.

Om vi skall vilja ut k element ur en grundméngd med n + 1
element kan vi ga tillviga sa att vi fixerar ett viss element x
i grundméngden. Delméngderna med k& valda element ar av tva
slag:

(a) dels de som innehaller x , de 6vriga k — 1 skall véljas bland
de ovriga n, det kan ske péa (k’jl) sétt

(b) dels de som inte innehaller x da skall vi vilja alla k£ bland de

ovriga n pa (2) satt.

Detta ger formel 4.4.

Vinstra ledet ger totala antalet delmangder. Att hogra ledet ock-
sa gor det inses genom att man for varje element i M har 2 moj-
ligheter, antingen tas elementet med i urvalet eller ocksa inte.
Enligt multiplikationspricipen har vi 2" valmdjligheter for de n
elementen i grundméngden. U
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Pascals triangel

Sambanden 4.2 och 4.4 ger tillsammans en rekursionsformel fér bino-
mialkoefficienterna. Vi arrangerar dem i ett triangulért schema enligt

och da vi tillimpar rekursionsformeln far vi Pascals triangel:

1 ) 10 10 5 1

Exempel 4.3.1 P3 hur manga sétt kan man fa exakt 11 ratt av 13 pa stryk-
tips?

Lésning: De feltippade matcherna kan véljas pa (123) sitt. Var och en av dem
kan vara fel pa tva sitt. Vi far svaret ('7) 2.2 =13-12/2 -2 = 312 siitt.

4.3.2 Binomialteoremet
Vi kdnner till kvadreringsregeln:
(z+y)* =2+ 22y +y°
och kanske ocksa regeln for (z + y)3:
(z+y)® =23 + 302y + 329> +4°

Nu ger vi en allmén formel for (z + y)™ dér n ar ett godtyckligt heltal > 0.
Vi skriver

(z4+y)"=(+y)(z+y) - (z+y) (n faktorer)
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D4 vi multiplicerar ihop dessa termer méste vi vélja ett z eller ett y ur varje
faktor. Vi far en summa av 2" produkter zfy* dir j + k = n, alltsi en
summa av termer z" *y* dir 0 < k < n. En sddan term uppstar genom att
vi véljer y ur k av parenteserna och z ur de évriga. Det kan for varje k ske
pa (Z) sitt si antalet termer av typen z" Ky ar (Z) Detta ger det viktiga
binomialteoremet:

Sats 4.2 (Binomialteoremet) Om n dr ett naturligt tal sd galler

(z+y)" = i(:)xn—kyk

Vi ger nagra exempel:

Exempel 4.3.2

4 4 4 4 4
(a +b)* <O>a4+ (1>a3b+ (2>a262+ (3)ab3+ (4>b4
= a* +4a%b + 6ab? + 4ab® + b*
(z—1)7 = ' —72% 42125 — 352" 4 3523 — 212% + T2 + 1
(2 +2y)° = 2041028 + 402%9° + 802"y + 802%y* + 32°

Exempel 4.3.3 Bestim koefficienten for 22 i (2 + z2)%6.

11 5r den med index k = 11, dvs

16 16
216711 22 — 25 22
<11> B 5)°°

(16)25_16-15-14-13-12

Lésning: Termen som innehaller z22 = (z2)

sd svaret ar

2=4368-32=1
5 5 1.3.2 3 368 - 3 39776

Ovningar pa kombinatorik

10 12 100
54. Berdkna (3), (8) och (98)
55. Utveckla
a. (s—r)3
b. (2% +2)°

56. Hur ménga n—siffriga tal (n > 2) kan bildas med siffrorna 1 och 2
om talen skall innehalla minst en etta och minst en tvaa?
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97.

58.

99.

60.

61.

62.

63.

64 .

65.

66 .

Tre personer far vélja tva skivor var ur en samling pa 10 olika
skivor. P4 hur manga sitt kan det ga till?

P3 hur manga sitt kan 6 personer bilda
a. en ko?
b. en ring?

P& hur manga sitt kan 2n fotbollslag métas i en spelomgang?

P& hur manga sédtt kan man fa en “full hand” i poker, dvs exakt tre
kort i en valor (av tretton) och ett par av en annan valor?

I en grupp pa 12 personer skall viiljas en kommitté pa 5 personer. A
och B stéller som villkor att om den ena skall vara med i kommittén
s& skall den andra ocksa vara med. Hur manga olika kommittéer ar
mojliga?

2 20
32
Finns det nigon konstant term i utvecklingen av (% + —8) ?
x
Bestdm den i s fall.

Visa formel 4.5 genom att utveckla (1 + 1)™.

Visa att " n—k = n ned ,omj+k<mn.
k j j k
Bevisa att n\ _ 2 n +n?
2] “\2 '

" /n
isa att ok — 3n,
Visa a kz_o (k) 3

4.4 Oandliga mangder

4.4.1 Upprakneliga mangder

Definition 4.2 Mdngden M dr uppriaknelig om varje element x € M kan
ges ett eget naturligt tal.

Exempel 4.4.1 De naturliga talen N ar sjalvklart uppréknelig.

Exempel 4.4.2 7Z, méngden av hela tal &r uppréknelig. En upprékning &ar

0—+-1-1--2—22—--3—23—>-4—>4—---

Exempel 4.4.3 De jimna talen &r upprikneliga eftersom man kan 13ta det
n:te jadmna talat vara 2n
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I sjélva verket dr varje delmingd av en uppriaknelig delmingd uppriaknelig.
Men det finns andra.

Exempel 4.4.4 Miangden av rationella tal dr uppriknelig. Det kan vi visa
genom att skriva upp de positiva rationella talen i ett schema och riakna upp
dem som pilarna visar:

T
e / e a
2 2 2 2 ..
1 2 3 4

I e /

3 3 3

1 2 3

e e

4 4 .

1 2

{ /

5 ...

1

Hér &r ju samma tal med flera ganger, men det gor ju inte saken sémre.
Ovningar.
67. Visa att mangden av mdjliga datorprogram &r uppraknelig.

68. Ar {Mojliga lirobocker} uppriknelig?

4.4.2 Icke upprikneliga mangder

Ordet “diskret” i sammanstéllningen “diskret matematik” betyder dndlig eller
uppriknelig. Alla oéndliga méngder ar inte upprakneliga, det finns olika grad-
er av oandlighet.

Vi infér nu bereppet kardinaltel. For en dndlig méngd M &r kardinaltalet
= |M|, antalet element i méngden.

IN] = Ry dr kardinaltalet f6r de naturliga talen och dérmed f6r varje up-
priknelig mingd.! |R| = ¥; #r kardinaltalet for de reella talen. Det visar sig
att By > Rg!

Sats 4.3 De reella talen kan inte riknas upp.

Innan vi bevisar detta (med Cantors diagonalbevis) noterar vi att varje reellt
tal mellan 0 och 1 kan skrivas som ett odndligt decimalbrak. Framstéllningen
ar entydig om inte talet far avslutas med idel 9:or. Exempelvis
1/7 = 0.14285714285714285714285714285714285714285714285714 - - -
V2/2 = 0.70710678118654752440084436210484903928483593768847 - - -
w/4 = 0.78539816339744830961566084581987572104929234984378 - - -
1/e = 0.36787944117144232159552377016146086744581113103177 - - -

IN, “alef” &r forsta boxtaven i det hebreiska alfabetet.
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Hir foljer Cantors diagonalbevis?.

Bevis: Varje reellt tal mellan 0 och 1 kan entydigt representeras som ett
odndligt decimaltal om vi kréver att inget sddant avslutas med idel nior.
Antag nu att det finns en upprikning av de reella talen mellan 0 och 1 med
hjdlp av de positiva heltalen. Vi far d& en lista av decimalutvecklingar

A1 = 0,ai1a12013014 - ..
A2 = 0, 9210422023024 - . -
A3 = 0, a31a32a33434 - - -
Ay = 0,a41042043044 - ..

dér alla talen &r olika och dér varje reellt tal mellan 0 och 1 finns med. Vi
ska nu visa att det finns &tminstone ett reellt tal A = 0,a1a0a3a4 ... mellan
0 och 1 som inte &r med i listan. Satt ndmligen a; = 1 om a;; = 0 och ai_0
annars. Da dr A # A; for alla i eftersom den i:e decimalen i utvecklingarna
av A och A; ar olika. Darmed ar beviset klart. O
Genom att avbilda R pa {z;0 < z < 1} genom den omvéndbara funktionen

1
y=1/2+ —arctanz
s

——

-6 -4 -2 2 4 6

coo
O 00 K

|

ser vi att R innehaller lika ménga tal som intervallet (0,1), dvs
IR =Ny .

En fraga som man kan stilla sig &r om det finns ndgon méingd som &r mékti-
gare dn heltalen men mindre méktig &n de reella talen. Denna fraga kallas kon-
tinuumproblemet. Cantors formodande i borjan pa nittonhundratalet, kon-
tinuumhypotesen, var att sa inte var fallet. Godel visade pa trettiotalet att
denna hypotes inte kunde motbevisas och 1963 visade Paul Cohen att den
inte kunde bevisas heller.

Zse http://www.maths.lth.se/query/answers/q97-3.html
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Svar till ovningsuppgifterna

1. Om jag inte tar bussen regnar

det inte.

2. a. p

b. IAv

c.a=b

d. —(sv = so)

3. Den som syndar sover inte.

4. a. S
b. S
c. F
d. S
e. S
f. S
5. a
p|q| PV
S| S S
S|F F
FI|S S
F|F F
b.
pla| =29 Vig=Dp
S| S S
S| F S
F|S S
F|F S
6. [p=aA@=>7r)] = p=>71)
Antag F
F
S S s ®

7. (ng=p) & (p=q)
F SF S SSF
S FF S SFF
FSS SFSS
S SS SFSF
8. [p=>g)AN(-p=>q)] =>qéren
tautologi.
9. a. (bAs)=(—m)
b. (fvn) et
c. (21) A (=d)
d. (z2 4+ =6) & [(z = 2)V(z =
—3)]
10. a. Tautologi

11.

12.

15.

16.

b. Inte en tautologi.

{a7 b7 C7 d7 17 27 37 4}

a. {1,5,8,9,11,13,14,17,20, 21}
b. {5,17,29,41}

a. AnBnC
b. (BUC)N
c. (BUC)N

A'u
(B'ucC
a. Vo K(z
b. JzVp Q(z,p)

c. Vpazr Q(z,p)

d. Vz P(x)

e. =[3zVp Q(z,p)]

f. =[F3z(z > 70) A Nro(z)] (?)
g. Vz t >z

)
(
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17. a. Nagon elev blev underkiind p4  46. a. a® = 1 och a® = a-a™! om
tentan. n>1
b. Alla elever blev underkéinda pé o n n!
nagot prov. b. Z ar = ao 52 a = an + Z Ak
k=0 k=0 k=0
c. Det fanns ett prov dar alla elever omn > 1.
underkindes.
. L 48. a. z, =3-(3/2)"
d. Det finns en prast som inte &r
prost. b. z, = 2" - 3"
e. Nagon elev klarade alla prov. c. Tp=1-3-2"+2.3"

21. a.
b.
c.

d.

22. a.

b.

23.

25.

27.

12

. Minst 71 personer var dar

. Vilket tal man an valjer, finns

det att annat tal som ar storre.

7

288

299

407

(4711)19 = (1001001100111),
= (11147)s = (1267)16.
(ABCD),4 = (43981)1,.

19 - 31, primtal, 29 - 31.

SGD &r z — 1. Den gemensamma

roten ar x=1.

28.

Gemensamma nollstillen ar

r=-2ochz=1

29.

33. a.

Fredag.

z=1+6n, y=18—-5n

b. z=54+n-7T,y=73—n-13,
n=20,1,2,3,4,5

34. Hogst 278.

44. Det foljer ur induktionsprincipen.

51.

52.

53.

54.

56.

57.

58.

59.

60.

61.

62.

68.

d. z, =3+ (n—2)2"

((0-v8™"+(+v5)™)
21+n\/5

Minst 15 personer.

b. |[A| + |B| + |C|
—|[AnB|-|ANnC|—-|BNnC
+|ANBNC|

a. 5% =125

b. 5-4-3 =60
c. 3-4-3=36
120, 495, 4950

2™ — 2 stycken
Pa 18900 sitt.

a. 720
b. 120

(2n—-1)(2n—3)(2n—5)---3

4\ (4
13-12 (3) (2) = 3744

372
16

Ja, om vi enbart ser till texten.



