Losningsforslag Flervariabelanalys, 2011-05-27.

1. Bestam en ekvation for tangentplanet till ytan 2® —3® + 22 = 1 i punkten (1,1,1).  (2p)

Svar:
Bestammer forst gradienten i den givna punkten:

V(@® —y* + 2% a1 = (32°,=3y%22)a11) = (3,-3,2).
En ekvation for tangentplanet ar da:

3z—1)+(-3)y—1)+2(2—1)=0 & 3z —3y+22=2.

2. Vi har givet funktionen f(x,y,z2) = 2? — xy + 2°.

Bestdm det maximala vérdet for riktningsderivatan till f i punkten (2,3,1). (2p)
Svar:

Det maximala vérdet for riktiningsderivatan ar beloppet/lingden av gradienten i den givna
punkten:

IVf(2,y,2) @31 = |27 —y, —2,32%) 231y = |(1,-2,3)| = V14,
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3. Bestam foljande griansvirde eller visa att det inte existerar ( l)il(r%1 ) 1y (2p)
z,y)—(1, Tr —

Svar:
Sétt t.ex. (z,y) = (t,t) och lat t — 1:
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= =t 1.
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Jamfor med (z,y) = (¢,t?) (och, som ovan, 1t ¢ — 1):

IQ_y B t2—t2

= = 0.
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De tva olika resultaten ar tillrackligt bevis for att gransvérdet inte existerar.

4. Berakna kurvintegralen ]4 (x — 2%y) dr + xy* dy,
c
dir C ar enhetscirkeln 2® + y* = 1 genomlopt en gang i positiv led. (2p)



Svar:
Sitt P = x — 2%y, Q = 2y?® och anvind Greens formel, dar omradet D blir enhetsdisken
?+y? <1

}[(x —2%y)dz + zytdy = // (%mﬁ) - a%(x—xﬁy)) dedy —
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. Bestdm det storsta och minsta vérdet for f(z,y) = zy
under bivillkoret 22 4 2y* = 4. (5p)
Svar:

Vi anvander Lagranges multiplikatormetod, dar vi later g(z,y) = 2%+ 2y*> — 4 = 0 represen-
tera bivillkoret:
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Notera att vi kan forutsitta z, y, A # 0 eftersom (x,y) = (0,0) inte &r konsistent med
bivillkoret. Resultatet ovan insatt i bivillkoret ger:

202 + 2y =4 < y = +1. Aterinsatt i 22 = 2y? ger detta punkterna:
(_17 _\/5)7 (_17 \/i)v (17 _\/§>7 (17 \/§>
Funktionsviirden:  f(—1,v2) = (1,—v2) = —v2, f(1,v2) = (=1,—v2) = V2.

Vi far storsta och minsta virden: foae = V2, faoin = —V/2.

Alternativt kan bivillkoret parametriseras (z,y) = (2cost,v/2sint), 0 <t < 2r. Det ger:
f(2cost,V2sint) = 2v/2costsint = V/2sin 2t.

Vi far darfor —v2 < f(z,y) < V2 om 22+ 2y? = 4; och diirmed samma slutsats som ovan.

. Bestdm den allménna l6sningen f(z,y) till differentialekvationen
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Ledning: Anvind variabelbytet u = 2* +y?, v = 2% —¢*. (5p)
Svar:

Det foreslagna variabelbytet ger:
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Insatt i den ursprungliga ekvationen:

10 10 0 1
f+ f R TR 4—f:uv<:>f:—u2v+g(v),
ou 8
dér ¢ ar en godtycklig deriverbar funktion av en variabel. Atersubstitution av de ursprung-

liga variablerna ger den allmanna losningen

r O y oy

flz,y) = % (@ +y°)? (2® — ) + gz — 7).

. Bestdm arean av den del av sfaren 22 + ¢y + 22 =9 for vilken 1<z < 2. (3p)

Svar:
Alt. 1: Ytan, S, vi vill berdakna arean for kan uppfattas som en del av grafen for

2(x,y) = /9 — 22 — 2.

Vidare giller 1 < 2z < 2 och darmed har vi 5 < 2% 4+ 3% <8.

Med 7 = /22 4 2 blir projektionen av ytan (i planpolira koordinater) givet av
VBE<r<2v2, 0< ¢ <2r. Vifar:

21 2v/2

//dS—// \/mdxdy—//\/irdrdgo 61 [ 9—7“2}?/\;5:671

Alt. 2: Parametrisera ytan i sfariska koordinater :

r = (z,y,2) = 3(sinfcosp,sinfsing,cosf), 0<¢ <2m, arccos(2) <0 < arccos(s).
Det ger:

o arccos( ) arccos(
// ds = / / vy x 1| df dp = /dgp / sinf df =
arCCOS 2 arCCOS 2
3) 3)
arccos(%)
187 [— cos 9] = 6m.
arccos(Q)
. Berdkna // _rTry S dxdy
1+ (x —
D
dir D = {(x )6R2\0<x+y<1 0<z—y<1}. (3p)

Svar:
Kvadraten D i zy—planet transformeras till en kvadrat



Dy: 0<u<1, 0<v<1 genom variabelbytet :

d(x,y)  sd(u,v)\~t 1
d(u,g) N <d(:v,y)> T2

u=x+y, v=x—y. Det ger 5

Integralen blir da:

1 1
T+y U 1
_IYY  edy = - _
//H(w—y)? v oy //1+v2‘ ol dudv
A 0 0
1

1

1 / p / 1 p 1 [1 2} 1 [ ) }1 T
— [ udu v = - |=u?| |arctanv| = —.
2 1+ v? 2 L2 0 0 16
0 0
. Bestéim det storsta och minsta vérdet for g(z,y) = (22% +y?) e ¥
i omradet A = {(x,y) € R*|2® + 9 <4}. (5p)
Svar:

Bestam forst alla stationara punkter:

gz = 0 - 2xe*xz*yz(2—2x2—y2) = 0
gy = 0 2y V(1 —22 —y?) = 0

=0V 2 +y* =2 A (y=0V 222 +¢y*=1) &

=

(z,9) = (0,0) V (z,y) = (0,£1) V (2,y) = (£1,0).
Notera att alla dessa (5) punkter ar inre punkter for A.

Sedan betraktar vi virden for g pa randen av A, dvs cirkeln 22 + y? = 4.
Denna parametriseras lampligen som (x,y) = (2cost,2sint). Insatt:

g(2cost,2sint) = (8cos’t +4sin’t) e ! = 4(1 +cos’t) e ™.

Fran uttrycket ovan ser vi att det storsta respektiva minsta vardet for g pa randen till A ar
g(£2,0) =8¢ och ¢(0,+2) =4e.

Slutligen jamfors dessa varden med funktionsvarden i de inre kritiska punkterna
g(0,0) =0, ¢g(0,+1) =€, g(£1,0) = 2L

2\ 3
Eftersom 8¢ 4 = (—) e ! < 2e7! far vi foljande storsta och minsta virden i omradet A:
e

Imaxz = 26_17 Imin = 0.



1
10. Berakna /// dr dy dz ,
J L4+ /a2 + 9%+ 22
dir K = {(z,9,2) € R |2 + ¢ +2° <1, 2> a2 +42}. (5p)
Svar:

Integrandens och integrationsomradets utseende innebar att rymdpoldra koordinater ar
lampligt. Granserna blir:

PP +2<1=>0<r<1, 2>a2+y? = cosf >sinf = 0<0< 0 << 2.
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Vi far:
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